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) 1תרגיל  (3שאלה 
 כל פעם  את  המ ערך -1/3 מגד יל ים ב -'   סע יף  א

אחת על  ה אבר  ,   מטבע ות2נש ים  "  זול ה"בשי ע ור ר א ינ ו  שלכל  פע ול ה  
החדש   וא חת על  אבר  נוס ף 

משתמשת במטבע ות  הק י י מי ם בכד י למ מ ן  את ע צמה  "  יקר ה" פע ול ה  
? מה  ה הבדל

 k- והבאה אחריה מk- ל*3/4k-אם פעולה יקרה אחת מג דילה את המערך מ
 פעולות זולותk*  ¼  אזי ביניהן יש רק k*4/3-ל

?אז כמה  מטבע ות צר י ך לש ים בכל  פע ו ל ה
4

)amortized(  לפע ול ה  O(1)ולכ ן  ס יב וכ י ות נש ארת 

) 1תרגיל  (3שאלה 
 תאים כשנגמר המקום10 מוסיפי ם –' סעיף ב

? פעולות במקרה זהm-מה הסיבוכיות ל

O(m2)

עצ י  ח י פ ו ש  ב י נאר י י ם 
 שדות4לכל קודקוד 

left –מצבי ע לב ן  שמ אל י  
right  –מצבי ע לב ן   ימנ י  

p –מצבי ע ל אב  
key -מפתח  
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כל  ה מפ תח ות   ב תת  עץ  ש מא ל י  >  v.key>  כל ה מ פתח ו ת  ב תת  עץ   ימ נ י  
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תרגיל 
הדפיסו את כל , ) צמתיםnבעל (בהינתן עץ חיפוש בינארי 

O(n)בזמן , בסדר ממוין, המפתחות בו

In-order(v)

If (v==null) return

Else

In-order(v.left)

Print v.key

In-order(v.right)

Return

End if

?

?

?

גוד ל  תת  עץ  ש מא ל י 

)1(זמ ן  ק ב וע  

גוד ל  תת  עץ   ימ נ י 
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O(n)בזמן , בסדר ממוין, המפתחות בו

In-order(v)

If (v==null) return

Else

In-order(v.left)

Print v.key

In-order(v.right)

Return

End if

?

?

?

גוד ל  תת  עץ  ש מא ל י 

)1(זמ ן  ק ב וע  
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O(n)ע ו בר י ם על  כל  צ ו מ ת  פעם  אח ת  ו ל כן  , בא י נד ו קצ י ה :   הה וכח ה

Amortizedתרגיל  
, בעזרת מער ך)ל א  מו גבלת( של מחס נ ית ADTהר א ו כ יצד ל ממש  

 וג ודל  ה מערך תמ יד  Amortized O(1)כך שכל פ ע ול ה ת יקח  
האבר י ם במ חסנ י ת'   מסn כאשר  O(n)י ה י ה  

אברי המחסנית '  פע מים מס4-אנו נראה פתרון בו גודל המערך קטן שווה ל

ה פתרו ן 
2 מג דיל פי נגמר מקום  במערך 

2 נקטין פי מהאברים ½ נשארו 

פתרו ן  א חר 
2כשנגמר המקום נגדיל פי 

2נקטין פי ¼ כשהמערך מלא רק עד כדי 

י יתכ ן  מצב  בו  נ גד י ל  ,   לא ט וב
! יקר ,   נקטי ן  כל  הזמ ן

מ י מ וש  הפ תרו ן 
Size –האבר י ם  במחסנ ית'   מס

Max-size – ג ודל  ה מערך 
A –   מערך בג ודל Max-size

Initialization
Size 0
Max-size 2
A array of size 2

Push(S,x)
If (size<max-size)

A[size+1] x
Size size + 1

Else
A’ new array of size 2*max-size
A A’ (+copy)
max-size max-size*2
A[size+1] x
Size size +1

End if

Pop(S)
Return-value = A[size]
Size size-1
If (size < max-size/4)

A’ array of size max-size/2
A A’ (+copy)
Max-size max-size/2

End if

... המשך הת רגיל
O(1) היא Amortized-עלות ה: משפט

מל א ½  המ ערך פע ולת  הכנס ה  י קר ה  
מל א ½  המ ערך פע ולת  ה וצ א ה  יקר ה   

מלא½ המערך " יקרה" תמיד אחרי פעולה – 1למה 

נניח שאחרי .   הפעולה היקרה אחריהop2-ו,  פעולה יקרהop1 נניח  – 2למה 
op1 גודל המערך k  אזי בין op1ל -op2 יש לפחות k/4פעולות 

הוכחה
m/2 גו דל  ה מחס נ י ת  ה וא   Op1אחר י   

 פ עו ל ות m/2  ≥אז  ע ד  אל י ה  י ה י ו  ,   פע ול ת  הג דל ה op2אם  ,  אז י 
ל .ש .מ .   פ ע ול ו תm/4  ≥א ז  עד  אל י ה  י ה י ו  ,   פע ול ת  צ מ צ וםop2אם  

) ש י ט ת הבנ ק(ה ו כ חת ה מ שפט 
:תזכורת

amortized(op) = cost(op) – withdrawal + deposit

amortized(op) = O(1)נרצה ל ה וכ י ח שכל  פ ע ול ה  
: במקרה  שלנ ו

 מטבעות 4כל פעולה תפקיד 
פעולה יקרה תמשוך מטבעות ב גודל המערך שהיא מקצה

נרצה להראות שהפעולות הזולות משלמות על הפעולה היקרה שבאה 
אחריהן

פע ולת  הגדלת מ ערך 
)mהעתקה של  (mעולה 

כלומר, 4 פעולות שהפקידו m/4לפניה היו לפחות 
ו עלות כל פעולה מכוסה, הבנק  תמיד בפלוס, לכן

4 4
m m⋅ =

)הקטנת המערך(נדלג על שאר ההוכחה 
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)ש י ט ת הפ ו ט נצ י אל(ה ו כ חת ה מ שפט 
:  כך שΦפוטנציאל ' נרצה להגדיר פונק

Φ(start)=0
Φ(end)≥0

:תזכורת
נרצה להוכיח שלכל פעולה

:Φנגדיר את 

( ) cos ( )amortized op t op= + ΔΦ

( ) (1)amortized op O=

י ו תר  מ שי טת   הב נק "  עד י נ ים"  נ ית ן  ל עש ו ת ד ב רי ם Φבע זר ת  

max maxif 
2 2( ) 1

max max2( ) if 
2 2

size sizesize size

size sizesize size

⎧ − <⎪⎪Φ = −⎨
⎪ − >
⎪⎩

בה ו רד ה 

בה וס פה 


