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מספר תעודת זהות:

        מועד א', גירסה 1
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מספר מחברת: 


מספר קורס: 0368.2158

סמסטר א', מועד א', תשס"ז
‏22.2.2007

‏ד' אדר, תשס"ז
‏
מבחן במבני נתונים
 פרופ' חנוך לוי, דני פלדמן ועודד שוורץ
משך המבחן שלוש וחצי שעות (אין הארכה)
הבחינה עם חומר סגור, ללא מחשבים/מחשבונים. מותר להביא דף עזר אחד A4 דו-צדדי.

הוראות כלליות:

1. יש לרשום מספר ת.ז. ומספר מחברת בראש כל דף.
2. המחברות הן לטיוטה בלבד ולא תיבדקנה.

3. הסברים לשאלות האמריקאיות – חובה!!!
4. תשובות סופיות לשאלות האמריקאיות יש לכתוב על הטופס המצורף. 
5. בכל  שאלה אמריקאית יש תשובה אחת נכונה ביותר. רק תשובה זו תחשב לנכונה.
6. מותר להשתמש באלגוריתמים שנלמדו בכיתה כקופסאות שחורות.
7. אין להשתמש בפסאודו-קוד (אלא אם צוין אחרת). יש להסביר (באופן משכנע) את הרעיון הכללי. 
8. כתבו תשובות קצרות ומדויקות. תשובות לא ממוקדות, ארוכות, מסובכות או מסורבלות יקבלו ניקוד חלקי גם אם הן נכונות. 
9. גם אם שאלה נראית לכם דומה לשאלה מבחינות קודמות, היא לא בהכרח זהה.
בהצלחה!! 

שיטת האב – Master Method
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1. (7 נק')  יהיו 
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נרצה להשוות את ה-log  של שתי הפונקציות.  מה מהבאים נכון?

א. 
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ד. אף אחד מהנ"ל.
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2.  (7 נק') פתרו את נוסחת הנסיגה הבאה:
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א. 
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ו. אף אחד מהנ"ל.
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3. (7 נק') נתונה ערימת מקסימום בגודל n. שינו את המפתחות של 
[image: image15.wmf]4
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 מהעלים בערימה, כך שעכשיו יתכן שהערימה כבר לא חוקית. נרצה להפוך את הערימה לחוקית בזמן ריצה W.C. מינימלי. הניחו שיש גישה לאברי הערימה (כלומר הערימה לא קופסה שחורה).
זמן הריצה W.C. יהיה:

א. 
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ד. 
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ו. אף אחד מהנ"ל.
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4. (7 נק') נתון עץ אדום שחור כמו שנלמד בכיתה (דוגמה מצורפת). 
[image: image22]
הניחו שהשורש שחור ושלכל צומת  n   מוסיפים שדהsize(n)  הסופר את מספר הצמתים בתת העץ ששורשו בצומת (לא כולל את צמתי ה-nil).  הניחו שהעץ הוא אדום שחור חוקי (אך לא בהכרח נבנה בעזרת פעולות insert  שנלמדו בכיתה).  יהיו L,R   בניו של השורש (הניחו שהם קיימים ואינם nil). הננו מחפשים חסם ל size(R)  כפונקציה של size(L). איזה חסם מהחסמים הבאים הינו החסם ההדוק ביותר על size(R) :
א.
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[image: image28]
5. (7 נק') נבצע סריקת LDR על עץ חיפוש בינרי בגודל n (לא בהכרח מאוזן), אבל בכל שלב, במקום להדפיס את המפתח של הצומת הנכחי x, נדפיס את המפתח של אבא שלו. אם x הוא שורש העץ, לא נבצע הדפסה באותו השלב. מה מהבאים נכון?
א. כל מפתח בעץ, למעט המפתחות של העלים והשורש, יודפס פעמיים.
ב. הערכים שיודפסו, יהיו בסדר מונוטוני עולה.

ג. מספר המפתחות שיודפסו פעמיים הוא 
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 לכל עץ.
ד. א + ג

ה. א + ב + ג

ו. אף אחד מהנ"ל.


[image: image30]
6. (7 נק') נתון מבנה נתונים A המכיל n מפתחות. רוצים למצוא מצביע לאיבר שהמפתח שלו הוא חציון  המפתחות, בזמן W.C. המהיר ביותר. לשם כך עדיף ש-A יהיה:

א. טבלת Hash בגודל n עם פתרון התנגשויות על ידי עצי 2-3.

ב. רשימה דו כיוונית מקושרת ממוינת בסדר עולה.

ג. עץ AVL עם תמיכה בפעולות סדר-סטטיסטי.

ד.  טבלת Hash בגודל n עם פתרון התנגשויות על ידי רשימות מקושרות דו כיווניות, וידוע שהערכים הם המספרים השלמים 1 עד n.
ה.  א + ד

ו. ב + ג


[image: image31]

7. (7 נק') מהו החסם התחתון במודל ההשוואות של זמן ריצה W.C. של אלגוריתם מיון, אם ידוע ש-
[image: image32.wmf]n

האיברים הקטנים כבר במקום הנכון?

א. 
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ו. אף אחד מהנ"ל.

[image: image38]
8. (8 נק') נתון מערך המכיל יצוג של n נקודות במישור (כל נקודה נתונה על ידי זוג (x,y) ). רוצים להכריע האם קיים ישר שעובר דרך ראשית הצירים (דרך (0,0)) כך שלפחות 
[image: image39.wmf]3
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 מהנקודות נמצאות על הישר. נרצה אלגוריתם שפותר את הבעיה בזמן W.C. מינימלי. זמן W.C. יהיה:

א. 
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ו. אף אחד מהנ"ל.


[image: image45]

I. (18 נק')  נתונה ערימת מינימום, ללא מפתחות כפולים.
לכל צומת x יש שדה נוסף s, שמאותחל ל-nil. רוצים שהשדה s של כל צומת x יכיל מצביע לעוקב  של x. הניחו שיש גישה לאברי הערימה (כלומר הערימה לא קופסה שחורה). אין לשנות את מבנה הערימה.
א.  (8)  תנו חסם תחתון לזמן ריצה W.C. לפתרון הבעיה הנ"ל במודל ההשוואות.


[image: image46]
ב. (10) הציעו אלגוריתם שמבצע את הנ"ל בזמן כולל W.C. כמה שיותר טוב, אם נתון שהמפתחות הם שלמים בתחום 1 עד 2n  . 
	תיאור האלגוריתם:

I. נסרוק את הערימה (למשל DLR) ונעתיק את המפתחות למערך עזר. נזכור לכל מפתח מצביע למקומו המקורי בערימה.
II. נמיין את המערך על ידי שימוש באלגוריתם מיון בזמן לינארי, למשל  CountSort (או BinSort).
III. נסרוק את המערך משמאל לימין, ולכל איבר ניגש (בעזרת המצביע) לצומת המתאים לו בערימה ונעדכן את השדה s שיכיל את המצביע שבאיבר הבא במערך.

טעויות נפוצות: 
- העתקת המפתחות למערך בלי לזכור מצביעים למקום בערימה

- אם מפרטים את מימוש ה-CountSort ע"י העתקה למערך בגודל 2n, יש לזכור שחלק מהתאים ריקים (יש רק n איברים), ולכן השדה s יכיל מצביע לאיבר הבא במערך ששונה מ-nil.
- מיותר להוכיח חסם תחתון או עליון שלא נתבקשתם



[image: image47]
II. . (10) נתון עץ 2-3 שבו בכל צומת מצוי שדהsize(x)  שמכיל את מספר הצמתים בתת העץ ששורשו בצומת x. מעוניינים להדפיס את k השדותsize  הגדולים ביותר במבנה.  מובטח ש:
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שימו לב: יתכן מצב שבין k הצמתים שיודפסו, לא יהיה הבן הימני של השורש.

הציעו אלגוריתם עם זמן ריצה W.C. הטוב ביותר שתוכלו .
 
	(8) תיאור האלגוריתם:
בדומה לאלגוריתם עבור הדפסת k האיברים הגדולים בערימת מקסימום.

נשים לב שהשדה Size של צומת תמיד גדול מהשדה Size של בניו. לכן השדה Size של צומת יודפס רק אחרי שיודפס השדה Size של אביו. 

נחזיק ערימת עזר A (ערימת מקסימום) שתכיל את המועמדים להדפסה. בכל שלב נוציא מ-A  את המקסימלי, נדפיס אותו, ובמקומו נכניס לערימה את השדה Size של שני בניו בעץ המקורי (אם יש לו רק בן אחד אז רק אותו ואם הוא עלה בעץ אז לא נכניס במקומו אף אחד). בנוסף נזכור, לכל ערך שהכנסנו ל-A, מצביע למיקומו בעץ.

נעצור אחרי שהדפסנו k ערכים, כאשר מתחילים עם הכנסת שורש העץ ל-A.
טעויות נפוצות:

· לשכוח שכל איבר בערימה חייב להכיל מצביע לאיבר המקורי בעץ, כדי שנוכל לשלוף את בניו בבוא היום.
· מציאת המפתחות הכי קטנים במקום ה-Size. (אגב,  אפשר לעשות זאת ב-O(n) ולא O(nk))!
· התעלמות מכך שגודל הערימה הוא עד 3k, או לחוששים, O(K), אבל לא סתם k
· כמעט כולם התעלמו ממצב שבו לצומת שנמחק מהערימה אין בנים (עלה). יש להסביר שזה לא יקרה בגלל ש-k<lgn ולכן לא נגיע לכזה עומק.



[image: image49]
III  (15 נק')
בכיתה  למדנו איך למצוא את העוקב של צומת x בעץ חיפוש בינרי T שיש לו n צמתים – הפעולה Successor(x). בשאלה הזו נניח שכל המפתחות שונים זה מזה. x הוא מצביע לאיבר ופעולת Successor(x) מחזירה מצביע לעוקב של x.
א. (3) תנו PseudoCode (ללא הוכחת נכונות) של פעולת Successor(x).


[image: image50]
ב. (4) מהו זמן ריצה W.C של פעולת העוקב, כפונקציה של n בלבד? הראו חסם (. כלומר חשבו חסם עליון O לזמן הריצהW.C.   ותנו דוגמה שמצדיקה את החסם (. שימו לב שהעץ לא בהכרח מאוזן.

[image: image51]
ג. (6) מריצים את הפעולה Successor(x) n פעמים – פעם אחת על כל צומת בעץ (העוקב של האיבר המקסימלי מוגדר להיות nil). נרצה לחשב את הזמן הממוצע לפעולת Successor בסדרה הנ"ל. נסמן ב-t(x) את זמן הריצה של פעולת Successor על הצומת x. 
חשבו את: 
[image: image52.wmf](
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 (במונחי ()  ותנו הסבר קצר.

[image: image53]
ד. (1)  ענו שוב על סעיף ב', אבל עכשיו בהינתן שהעץ הוא אדום שחור.

[image: image54]
ה. (1) ענו שוב על סעיף ג', אבל עכשיו בהינתן שהעץ הוא אדום שחור. 

[image: image55]
 ניתוח זמן ריצה:


I. � EMBED Equation.DSMT4  ���


II. � EMBED Equation.DSMT4  ���


III. � EMBED Equation.DSMT4  ���


סה"כ  � EMBED Equation.DSMT4  ���. 


נשים לב שאין  סתירה לסעיף הקודם כי האלגוריתם הנ"ל לא במודל ההשוואות.
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(2)  ניתוח זמן ריצה:


בכל שלב מוציאים מ- A איבר אחד ומכניסים לכל היותר שניים. לכן A תמיד בגודל לכל היותר k. 


לכן כל פעול על הערימה (הכנסה או הוצאה) לוקחת זמן � EMBED Equation.DSMT4  ���. 


סה"כ  זמן ריצה: � EMBED Equation.DSMT4  ���.


כיוון ש-� EMBED Equation.DSMT4  ��� זמן הריצה הוא � EMBED Equation.DSMT4  ���.


בפרט הנ"ל טוב יותר, למשל מ-� EMBED Equation.DSMT4  ���, שאפשר לקבל על ידי מציאת הסדר הסטטיסטי ה-n-k מבין ערכי ה-Size (על ידי אלגוריתם Select) והדפסת כל ערכי הSize שגדולים ממנו או שווים לו.





הסבר קצר (חובה): ג.


אפשר להפעיל lg על שני הצדדים, להציב S(n) = lg (T(n) , ולקבל נוסחת נסיגה כמו של MergeSort.


אפשר גם לפתח בשיטת האיטרציה, ואז המעריך מתנהג כמו הסכום המצטבר בפיתוח של MergeSort.


ואפשר בעוד שיטות.





הסבר קצר (חובה):   ג.


� EMBED Equation.DSMT4  ���


� EMBED Equation.DSMT4  ���


� EMBED Equation.DSMT4  ���





3





NIL





הסבר קצר (חובה): ו.


א' לא נכון כי כל צומת שיש לו בן יחיד יודפס רק פעם אחת.


ב' לא נכון, למשל העץ עם שורש 3, בן שמאלי 1 ולבן השמאלי בן ימני 2. יודפס קודם 3 ואחר-כך 1.


ג' לא נכון, למשל עבור עץ שבו כל צומת הוא עלה או שיש לו בן יחיד.








NIL





הסבר קצר (חובה): ג.


הזמן שדרוש כדי לגשת לכל אחד מהצמתים ששושנו הוא � EMBED Equation.DSMT4  ��� לכן לא יתכן פתרון מהיר יותר.


בזמן � EMBED Equation.DSMT4  ���אפשר לבצע BuildHeap מחדש על כל האיברים.
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זמן ריצה:





הסבר: 








הסבר קצר (חובה): א.


גובה השחור של L ו-R חייב להיות שווה בכל מסלול מעלה לשורש. לכן, העץ הקטן ביותר האפשרי לגובה שחור מסוים h יהיה עץ ללא צמתים אדומים (וגודלו יהיה 2h). 


מצד שני, לכל צומת אדום יש אבא שחור. לכן העץ המקסימלי מתקבל על ידי שכבות צמתים אדומות ושחורות לסרוגין. גודלו יהיה לא יותר מ-22h+1 (הגובה 2h+1 כי במקרה של L ו-R גם השורש יכול להיות אדום).












































הסבר קצר (חובה): ב.


לכל נקודה נחשב בזמן � EMBED Equation.DSMT4  ��� את השיפוע של הישר המחבר אותה לראשית הצירים.


קיבלנו בזמן � EMBED Equation.DSMT4  ��� מערך המכיל את כל השיפועים, ונרצה לדעת האם יש ערך שחוזר � EMBED Equation.DSMT4  ��� פעמים.


אם יש כזה הוא חייב להיות החציון. לכן, נפעיל את אלגוריתם Select למציאית החציון בזמן � EMBED Equation.DSMT4  ���, ונוודא על ידי סריקת המערך שערך זה אכן מופיע � EMBED Equation.DSMT4  ��� פעמים. אם כן – נחזיר "כן" אחרת נחזיר "לא".


סה"כ זמן ריצה � EMBED Equation.DSMT4  ���. ברור שאי אפשר מהר יותר כי צריך לקרוא את הקלט.





חסם O : 


זמן הריצה של האלגוריתם הוא O(h) במקרה הגרוע ביותר: 


או שבכל שלב יורדים צעד אחד בעץ (במקרה של הפעלת Min) 


או שבכל שלב עולים צעד  אחד בעץ (במקרה של הפעלת לולאת While).


כיוון שגובה העץ הוא לכל היותר n, נסיק שזמן הריצה הוא O(n) W.C..





חסם (:


אם העץ הוא למשל שורש עם בן ימני שהוא עץ מנוון שמאלי, אז זמן הריצה יהיה הזמן שלוקח למצוא את המינימום של תת עץ ימין שזה � EMBED Equation.DSMT4  ���.





Successor(x)


If right[x] ≠ nil then return min(right[x])


While x = right[parent[x]] do


	x = parent[x]


return parent[x]








הוכחה: נראה חסם � EMBED Equation.DSMT4  ���. נסמן ב-T(n) את זמן הריצה W.C. של האלגוריתם הטוב ביותר לבעיה הנ"ל שפועל בהנחת מודל ההשוואות. נראה איך אפשר לבנות מאלגוריתם כזה אלגוריתם מיון:





ניקח מערך בגודל n. נבנה ממנו ערימה בזמן W.C. � EMBED Equation.DSMT4  ���. 


נוסיף את המצביעים s בזמן T(n).


נמצא את המינימום בזמן � EMBED Equation.DSMT4  ���.


נסרוק את הערימה בעזרת המצביעים - נתחיל מהדפסת המינימום ובכל צעד נעבור לאיבר הבא בעזרת המצביע s ונדפיס אותו.





קיבלנו אלגוריתם מיון שרץ בזמן � EMBED Equation.DSMT4  ���.


כל הפעולות שביצענו על המפתחות המקוריים הן פעולות השוואה (גם בתוך האלגוריתם BuildHeap).


לכן האלגוריתם מתאים להנחת מודל ההשוואות. 


לפי החסם שהראינו בכיתה אלגוריתם כזה דורש זמן W.C. � EMBED Equation.DSMT4  ���.


לכן בהכרח � EMBED Equation.DSMT4  ���





טעויות נפוצות: 


- הוכחת חסם עליון במקום תחתון (כלומר, הצעת אלגוריתם ספציפי שפותר את הבעיה בזמן הנ"ל)


התעלמות מזמן בניית הערימה (ההוכחה בכיתה התחילה ממערך של n איברים, ולא ערימה שקיימת בה חוקיות מסוימת)


הוכחה שלא יכול להיות שעדכון כל איבר ספציפי ייקח o(logn), כלומר, קיים איבר שעבורו ייקח יותר זמן. מזה לא נובע שאי אפשר לעדכן את כל האיברים בזמן o(nlogn).





הסבר קצר (חובה): ב.


עדיין צריך למיין מערך בגודל � EMBED Equation.DSMT4  ���. מיון מערך בגודל k בהנחת מודל ההשוואות לוקח � EMBED Equation.DSMT4  ���. אבל � EMBED Equation.DSMT4  ���





עבור עץ מסוים T, זמן הריצה  של כל פעולות ה-Successor לא תלוי בסדר שבו הפעלנו אותם. 


לכן אפשר להניח שהקריאות מבוצעות לפי סדר עולה של המפתחות. 


נשים לב שבמקרה כזה הפעולות המבוצעות הפועל הן בדיוק כמו בסריקת LDR על T (כי עבור כל צומת x  תכונת העוקב ומבנה עץ החפוש תגרום לכך שנסרוק קודם  את הצמתים בתת העץ השמאלי אח"כ את x  ובסוף בתת העץ הימני)  ולכן סה"כ זמן הריצה הוא � EMBED Equation.DSMT4  ���.


לכן:  � EMBED Equation.DSMT4  ���





הסבר קצר (חובה):ג.


א – צריך לסרוק את כל האיברים שבעצים שבטבלה ולכן יקח � EMBED Equation.DSMT4  ���.


ב- כדי להגיע לאיבר שבאצמצע הרשימה צריך לרוץ על חציה, לכן יקח � EMBED Equation.DSMT4  ���.


ג – מציאת סדר סטטיסטי n/2 ניתנת לביצוע בזמן � EMBED Equation.DSMT4  ���.


ד – החציון הוא המספר n/2. מציאת התא � EMBED Equation.DSMT4  ���. חיפוש ברשימה � EMBED Equation.DSMT4  ���. סה"כ � EMBED Equation.DSMT4  ���.





הראינו בסעיף ב' שזמן הריצה חסום מלמעלה על ידי גובה העץ. כיוון שגובה עץ אדום שחור הוא O(lg n) נסיק שזמן ריצת האלגוריתם במקרה הגרוע הוא O(lg n).





נראה גם חסם תחתון � EMBED Equation.DSMT4  ���: העוקב של השורש בעץ אדום שחור הוא המינימום בתת עץ ימין. אם העץ מלא בכל שכבה, אז המינימום של תת עץ ימין הוא בעומק � EMBED Equation.DSMT4  ��� ולכן מציאת העוקב תיקח � EMBED Equation.DSMT4  ���.





אין הבדל. בדיוק הטיעון בסעיף ג' מראה שלכל עץ גם אם הוא אדום-שחור: � EMBED Equation.DSMT4  ���
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