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מבני נתונים 2004 סמסטר א'+ב' מועד ב' סמסטר קיץ מועד א'
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תעודת זהות:


מספר מחברת:

10.10.2004
כד' אלול תשס"ד
מספר קורס: 0368.2158

מבחן במבני נתונים
סמסטר א'+ב' מועד ב' סמסטר קיץ מועד א'
פרופ' חנוך לוי, עודד שוורץ, אסף שפירא ואלעד ורבין
משך המבחן: שלוש שעות.

חומר סגור, ללא שימוש במחשבונים.
מותר שימוש בדף עזר אחד  A4 דו צדדי.
נא לכתוב מספר מחברת  ו-ת.ז. בראש כל עמוד.
תשובות לשאלות יש לתת בטופס זה בלבד.

מחברת הבחינה תשמש לטיוטה בלבד ולא תיבדק.
בכל שאלה אפשר להסתמך על נכונות סעיפים קודמים, גם אם לא פתרת אותם.

מותר להשתמש באלגוריתמים שנלמדו בכיתה כקופסאות שחורות.
כתבו תשובות קצרות ומדויקות. תשובות לא ממוקדות/ ארוכות/ מסובכות/ מסורבלות יקבלו ניקוד חלקי גם אם הן נכונות.
אין חובה לכתוב אלגוריתמים בפסאודו-קוד. בכל מקרה יש לתת הסבר לרעיון הכללי.
בהצלחה
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נוסחאות

אי שוויון Markov:

אם X משתנה מקרי אי-שלילי אז:
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שיטת האב – Master Method
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1.(8)
פתרו את נוסחת הנסיגה הבאה:
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 כאשר נתון ש-c קבוע, 
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א. 
[image: image5.wmf](

)

(

)

Tnn

=Q


*ב. 
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2. (8)
מהו היחס האסימפטוטי בין הפונקציות הבאות: 
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אם יש כמה תשובות נכונות, בחרו את ההדוקה ביותר.
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3. (9) 

משנים את אלגוריתם MergeSort כך שאם המערך ממוין האלגוריתם מחזיר את המערך ולא מבצע שתי קריאות רקורסיביות נוספות. נניח מריצים את האלגוריתם החדש על מערך בו כל איבר מופיע בדיוק n/logn פעמים (לכן הוא מכיל logn איברים שונים). זמן הריצה של האלגוריתם ב WC הינו:
א. Θ(n)

ב. Θ(n log log n)
*ג. Θ(n log n)
ד. Θ(n2)

4.  (8) 

נגדיר מודל חישובי חדש בו נרצה למיין מערכים של מספרים בשם Only-Adjacent-Swaps. במודל אסור להחליף בין שני איברים כלשהם במערך,אלא רק בין זוג איברים סמוכים. אלגוריתם המיון המהיר ביותר במודל החדש רץ בזמן:
א. Θ(n log n) 
ב. Θ(n log2 n)
*ג. Θ(n2)
ד. Θ(n2 log n)
ה. Θ(n3)

5.  (9) נתון עץ Order-Statistics כפי שהוגדר בכיתה, עם השדה הנוסף size (כלומר size של צומת x הוא מספר הצמתים, כולל x, בתת העץ שזה ש-x הוא השורש שלו). בכמה זמן ניתן להדפיס את k הצמתים בעץ להם שדה size גדול ביותר. מותר להניח ש 
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א. Θ(n).

ב. Θ(n log n).

ג. Θ(k log n).

*ד. Θ(k log k).

ה. Θ(k).


6. (8)
רוצים מבנה נתונים שתומך בפעולות Insert, Delete ו-Find.
מוצעים שני מבנים:

הראשון תומך בכל הפעולות בזמן W.C. O(n) ובזמן Amortized לפעולה O(1).

השני תומך בכל הפעולות בזמן W.C. O(log n) ובזמן Amortized לפעולה O(log N).

נזכיר ש-n מתאר את מספר האיברים במבנה, ו-N מתאר את מספר הפעולות שבוצעו על המבנה.

המבנה דרוש לאלגוריתם שמבצע N פעולות על המבנה. המבנה מאותחל למצב ריק. בתחילת ריצת האלגוריתם מבוצעות עליו 
[image: image19.wmf]10

N

פעולות insert.
איזה משני המבנים עדיף, על מנת  להשיג זמן W.C. הנמוך ביותר לאלגוריתם?

*א. הראשון.

ב. השני.

ג. התשובה עבור
[image: image20.wmf]2
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 שונה מהתשובה עבור
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ד. אף אחת מהתשובות הנ"ל.

7. (9)
נתעניין בבעיה הבאה:

קלט: מערך בגודל n.

שאלה: האם יש במערך 2 ערכים שמספר המופעים של שניהם יחד הוא בדיוק 2004.

רוצים אלגוריתם שיפתור את הבעיה בתוחלת זמן הקצרה ביותר.

ניתן לעשות זאת בתוחלת זמן:

א. 
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ה. אף אחד מהנ"ל

8.  (8) נוסחת הנסיגה של זמן הריצה של התכנית Select (מציאת סדר סטטיסטי כלשהו במערך לא ממוין) היא:
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 (c קבוע כלשהו).

נשנה את פעולת Select כך שבשלב הראשון החלוקה תהיה לשלישיות במקום לחמישיות. נוסחת הנסיגה המעודכנת תהיה:

א. 
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 (c' קבוע כלשהו).

*ב. 
[image: image28.wmf](
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 (c' קבוע כלשהו).

ג. 
[image: image29.wmf](
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 (c' קבוע כלשהו).

ד. 
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 (c' קבוע כלשהו).

ה. 
[image: image31.wmf](

)

(

)

7

'

36

nn

TnTTcOn

æö

éùæö

£+++

ç÷

ç÷

êú

êúèø

èø

 (c' קבוע כלשהו).

ו. 
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 (c' קבוע כלשהו).

I.

א. (7)
רוצים אלגוריתם יעיל ככל הניתן לבעיה הבאה:

קלט: n קטעים על הישר (כלומר n זוגות של נקודות התחלה וסיום).

שאלה: האם יש שלושה  קטעים בקלט שיש להם לפחות נקודת חיתוך אחת משותפת?




ב. (10)
רוצים אלגוריתם יעיל ככל הניתן לבעיה הבאה:

קלט: n קטעים על הישר (כלומר n זוגות של נקודות התחלה וסיום).

שאלה: האם יש 
[image: image33.wmf]2

n

 קטעים שיש להם לפחות נקודה אחת משותפת?


ג. (9)
האם ניתן למיין n מספרים a1,…,an מהתחום [0,2] בזמן W.C. O(n) אם 

לכל i≠j מתקיים |ai-aj|>1/n2 ?

ד. (7)
תנו חסם תחתון במודל ההשוואות לבעיה מסעיף ג'.


סוף




החסם:     nlogn





הוכחה:





במיון בהשוואות לא משנה מה הם ערכי האיברים, כי בהוכחת החסם התחתון משתמשים רק בעובדה שמותר רק להשוות זוגות איברים ועלות השוואה של שני מספרים היא פעולה אחת.   בשאלה הנידונה אפשר לראות שמספר האברים השונים זה מזה הינו N ולכן מספר הסדרים האפשריים, כמו בהוכחה המקורית הינו N!.  לכן ההוכחה המקורית תופסת גם כאן.











הסבר קצר (רשות): בדומה להדפסת k האיברים הגדולים ביותר בערימת מקסימום. נשתמש בערימת עזר, שתכיל את המועמדים להדפסה, ובכל שלב נדפיס את המקסימלי של ערימת עזר, נמחק אותו מערימת העזר, ואת שני בניו מהעץ נכניס במקומו לערימת העזר. 








הסבר קצר (רשות):


מערך הממוין בסדר הפוך ידרוש Θ(n2) פעולות החלפה.








הסבר קצר (רשות):


הוכחה באינדוקציה או על ידי עץ רקורסיה.








הסבר קצר (רשות):


עבור הקלט הבא, זמן הריצה יהיה כמו באלגוריתם MergeSort  המקורי:


מערך המורכב מ- n/lognחלקים, בכל חלק logn ערכים בסדר יורד.





הסבר קצר (רשות):


לכל (>0 מתקיים log n = o(n().








תאור האלגוריתם וניתוח זמן ריצה:


אותו פתרון מסעיף א' עובד גם כאן, רק שצריך לבדוק עבור הערך � EMBED Equation.DSMT4  ��� במקום הערך 3. 








תאור האלגוריתם וניתוח זמן ריצה:


בונים מערך שמכיל את כל נקודות הקצה של כל הקטעים. מסמנים לכל נקודה אם היא הייתה נקודת התחלה או נקודת סיום. ראשית, ממיינים את המערך כך שהנקודות יהיו מסודרות משמאל לימין. אם יש "תיקו", כלומר נקודות שוות, אז שמים במערך את נקודות ההתחלה לפני נקודות הסיום. שנית, סורקים את המערך, ובכל שלב שומרים את מס' נקודות ההתחלה שעברנו פחות מס' נקודות הסיום שעברנו, פשוט ע"י הפחתה של 1 ממונה כשעוברים נק' סיום, והוספה של 1 בנק' התחלה. קל לראות שהמונה שווה בדיוק למס' הקטעים שהנק' הנוכחית נמצאת בהם, קל גם לראות שאם יש 3 קטעים שיש להם נקודה משותפת, אזי יש נקודה כזאת שהיא בפרט נק' קצה של קטע. לכן צריך להחזיר 'כן' אם ורק אם המונה מגיע באיזשהו שלב לערך שהוא לפחות 3. המיון לוקח זמן O(nlogn) והמעבר לוקח זמן לינארי, אז סה"כ זמן O(nlogn).





טעויות נפוצות: 1. היו פתרונות שמיינו את הקטעים לפי נק' התחלה, ואז בדקו אם ישנם שלושה קטעים סמוכים במערך שנחתכו באותה נקודה. זהו פתרון שגוי מכיוון שיכול להיות שיש שלשת קטעים שנחתכים באותה נק' בעוד שאין שלשה כזו של קטעים עם נק' התחלה שמוכות. למשל כמו בדוגמה הבאה:

















2. היו גם פתרונות שבדקו רק אם יש שלשת קטעיםעוקבים שבה הראשון נחתך עם השני והשני נחתך עם השלישי, אך לא בדקו ששלושתם נחתכים בנקודה אחת. 











תשובה: כן





הוכחה:


לכל מספר ai "נצמיד" מספר ni כך שיתקיים ni/2n2<= ai<= (ni+1)/2n2. מהמנתון נקבל כי כל המספרים ni, הינם שונים, וברור כי מיון המספרים ni נותן מיון של המספרים ai. את המספרים ni ניתן למיין ב O(n) כפי שראינו בתרגול.














הסבר קצר (רשות):


הראשון דורש זמן כולל O(N). השני דורש זמן כולל O(N log N) .





הסבר קצר (רשות): מציאת חציון החציונים של השלשות: � EMBED Equation.DSMT4  ���. מובטח שלפחות (כמעט) n/3  מהאיברים מסולקים לקראת השלב הבא.





הסבר קצר (רשות):


נכניס את כל האיברים לטבלת Hash בגודל n (פתרון התנגשויות על ידי רשימות מקושרות) בתוחלת זמן O(n) . ערכים כפולים נשמור באותו איבר ברשימה על ידי מונה.


המונים הם שלמים בין 1 ל-n לכן אפשר למיין אותם במערך על ידי מיון מניה (CountSort) בזמן O(n). עכשיו בעזרת שני אינדקסים אפשר לרוץ על המערך מההתחלה ומהסוף, ולבדוק האם יש שני איברים במערך שסכומם 2004.
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