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מספר תעודת זהות:

        מועד א', גירסה 1
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מספר מחברת: 


מספר קורס: 0368.2158

סמסטר א', מועד א', תשס"ו
2/3/2006‏ב' אדר, תשס"ו, 
מבחן במבני נתונים – הצעת פתרון
 פרופ' חנוך לוי, עודד שוורץ
משך המבחן שלוש וחצי שעות (אין הארכה)
הבחינה עם חומר סגור, ללא מחשבים/מחשבונים. מותר להביא דף עזר אחד.
הוראות כלליות:

1. יש לרשום מספר ת.ז. ומספר מחברת בראש כל דף.
2. המחברות הן לטיוטה בלבד ולא תיבדקנה.

3. הסברים לשאלות האמריקאיות – חובה!!!.

4. תשובות סופיות לשאלות האמריקאיות יש לכתוב על הטופס המצורף. 
5. בכל  שאלה אמריקאית יש תשובה אחת נכונה ביותר. רק תשובה זו תחשב לנכונה.
6. מותר להשתמש באלגוריתמים שנלמדו בכיתה כקופסאות שחורות.
7. אין לכתוב אלגוריתמים בפסאודו-קוד אלא להסביר (באופן משכנע) את הרעיון הכללי. 
8. כתבו תשובות קצרות ומדויקות. תשובות לא ממוקדות, ארוכות, מסובכות או מסורבלות יקבלו ניקוד חלקי גם אם הן נכונות. 
בהצלחה!! 
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שיטת האב – Master Method
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1. (8 נקודות)   יהיו 
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נרצה להשוות את שתי הפונקציות.  מה מהבאים נכון?

א. 
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ב. 
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ג. 
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ד. ב + ג נכונים

ה. א + ג נכונים
ו. אף אחד מהנ"ל אינו נכון.

2. (8 נקודות) נתונה נוסחת הנסיגה הבאה:


[image: image6.wmf](

)

(

)

3

n

TnTTnn

a

æö

=+×+

ç÷

èø


מבין הערכים הבאים עבור  α, מהו הגבוה ביותר שעבורו מתקיים ש-
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א. 
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ד. 
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ו. 
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3. (8 נקודות) נוסחת הנסיגה 
[image: image16.wmf](

)

(

)

22

nn

TnTTn

æöæö

éùêú

=++Q

ç÷ç÷

êúêú

êúëû

èøèø

 

מתארת את זמן W.C. הריצה של האלגוריתמים הבאים :

הערה: עבור אלגוריתם מסוים לא מספיק שסיבוכיות תהיה זהה לפתרון נוסחת הנסיגה. צריך גם שנוסחת הנסיגה תתאים לפעולת האלגוריתם.  

א. QuickSort
ב. QuickSort כאשר איבר הציר (Pivot) נבחר להיות החציון על ידי Select.

ג. מיון על ידי הכנסות לעץ חיפוש AVL וסריקת העץ בסוף.

ד. MergeSort

ה. ב + ד
ו.  ב + ג + ד 

[image: image17]
4. (8 נקודות) נתון עץ חיפוש AVL הבא, רגע אחרי פעולת Insert אבל (כמו שרואים) לפני פעולת תיקון העץ:

[image: image18]
נניח שבעץ הנ"ל  בכל צומת יש גם את השדה Size (המבטא את גודל תת העץ ששורשו בצומת).
נסמן את הגודל של העצים  (, (, ( ב - S(, S( ,S( בהתאמה, וכן ב-Sx ו-Sy את הגודל של העצים שהשורש שלהם הוא X ו-Y בהתאמה (כל הגדלים הנ"ל אחרי פעולת ה-Insert ולפני תיקון העץ).
מה יהיה השדה Size[Y]  אחרי פעולת ה-Insert ופעולת התיקון העץ?

א. 
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5. (8 נקודות) נתון עץ חיפוש 2-3  שבו לשורש יש בדיוק שני בנים: שמאלי ומרכזי.
נסמן ב-X את מספר הצמתים בתת העץ המרכזי וב-Y את מספר הצמתים בתת עץ שמאל. מה מהבאים בהכרח נכון?

(אם יש יותר מתשובה אחת נכונה, בחרו את ההדוקה ביותר).

א. 
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ו. אף אחד מהנ"ל.

[image: image31]
6. (8 נקודות) נתייחס לאלגוריתם המיון הבא: 
בדוק האם הקלט ממוין על ידי השוואת כל איבר לבא אחריו במערך. 
אם כן – סיים. אחרת – הפעל את אלגוריתם MergeSort. 
מהו העומק הממוצע של עלה בעץ ההחלטות של אלגוריתם המיון הנ"ל על מערך בגודל n?

א. 
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ו. האלגוריתם הנ"ל לא מתאים למודל ההשוואות ולכן השאלה חסרת משמעות.

[image: image37]
7. (8 נקודות) נתון עץ חיפוש בינרי (לאו דוקא מאוזן) בעל n צמתים שבו לכל צומת זוג שדות נוספים: Pred, Suc שמצביעים לקודם ולעוקב של הצומת. רוצים לממש פעולת Delete על עץ זה בזמן W.C. הטוב ביותר האפשרי (כך שאחרי המחיקה כל השדות בעץ נכונים). פעולת המחיקה מקבלת מצביע לאיבר המיועד למחיקה. מותר להניח שקיימים כל השדות הרגילים, כמו Parent[x]. הזמן המתקבל הוא:
א. 
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 ללא תלות בגובה העץ.

ג. 
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 ללא תלות בגובה העץ.

ד. 
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 כאשר h גובה העץ.

ה. 
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ו. לא ניתן לבצע מחיקה בעץ כזה, כי אי אפשר לקבוע בוודאות את הערך החדש לשדות Pred ו-Suc.


[image: image43]
8. (8 נקודות) לאיזה מהמבנים הבאים יש זמן חיפוש W.C. הגרוע ביותר ?
א. טבלת Hash שבה פתרון התנגשויות על ידי רשימות מקושרות.

ב. Perfect Hash
ג. ערימת מקסימום במימוש מערך.
ד. א+ב

ה. א+ג

ו. א+ב+ג


[image: image44]
שאלות פתוחות:
I. (14 נקודות)
נתונה ערימת מקסימום במימוש מערך (יש גישה לאיברי המבנה) בגודל n ונתון מספר k.

רוצים להדפיס את k האיברים הגדולים בערימה בזמן 
[image: image45.wmf](
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 W.C..

רמז:  אפשר להשתמש בערימה נוספת.


[image: image46]

[image: image47]

II. (22 נקודות)
א. (13 נקודות) תור-פרוטקציה הוא מבנה נתונים שתומך בפעולות של תור (Enqueue,Dequeue) ובנוסף – פעולת כניסה בפרוטקציה PEnqueue. 

פעולות Enqueue,Dequeue שומרות על סדר תור רגיל (הראשון שנכנס הוא הראשון שיוצא).
איבר שנוסף לתור בפעולת PEnqueue יצא מהתור לפני כל האיברים בתורשנכנסו בפעולת Enqueue וגם לפני כל האיברים בתור שנכנסו (לפניו) בפעולת PEnqueue.
לדוגמה, הפלט בעקבות הפעולות הבאות:
Enqueue(3), Enqueue(4), Enqueue(10), Dequeue, Penqueue(2006), Penqueue(2005), Dequeue, Dequeue, Dequeue

יהיה (משמאל לימין)
3, 2005, 2006, 4

הציעו מימוש למבנה זה המשתמש במספר מינימלי של מחסניות בלבד וכן O(1) זכרון נוסף.
על המחסנית מותר לבצע את הפעולות הרגילות אבל אין גישה למימוש.

זמן W.C. של פעולות Enqueue ו- PEnqueue צריך להיות 
[image: image48.wmf](1)
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. 
זמן W.C. של פעולת Dequeue – לא מוגבל.

זמן Amortized לפעולה צריך להיות 
[image: image49.wmf](1)
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[image: image50]


[image: image51]

ב. (9 נקודות) נתון מבנה נתונים דינאמי  המאפשר Insert, Delete ו-FindMin.

תנו חסם תחתון לזמן Amortized לפעולה, בהנחה שהמבנה מתאים לשימוש במודל ההשוואות 
[image: image52]
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החסם: � EMBED Equation.DSMT4  ���





הוכחה: יהי A מבנה נתונים דינמי נראה סדרה של פעולות שמאפשרת למיין מערך בגודל n:


1. נבצע n פעולות Insert.


2. נחזור n פעמים על הפעולה הבאה:


נבצע FindMin, נדפיס את האיבר שמצאנו ונמחק אותו מהמבנה.


הנ"ל הוא אלגוריתם מיון, וברור שהוא במודל ההשוואות (כי המבנה במודל ההשוואות).











ניתוח זמן Amortized לפעולה במבנה:


נסתכל על סדרה של N פעולות. בסדרה כזו נכנסו למבנה לכל היותר N איברים (על ידי פעולות Enqueue  ו-PEnqueue). 


אם איבר נכנס על ידי פעולת PEnqueue (כלומר למחסנית B) אז סה"כ מבוצעות עליו שתי פעולות לכל היותר: Push ל-B ואולי גם Pop מ-B.


אם איבר נכנס על ידי פעולת Enqueue (כלומר למחסנית A) אז סה"כ מבוצעות עליו ארבע פעולות לכל היותר: Push ל-A ואולי גם Pop מ-A ו-Push ל-B ואולי Pop מ-B.


כלומר בכל מקרה על כל איבר "מבזבזים" זמן O(1). 


לכן בכל סדרה של N פעולות זמן הריצה הוא O(N). ברור שזמן הריצה הוא גם � EMBED Equation.3  ���, כי כל פעולה בסדרה לוקחת � EMBED Equation.3  ���. 


לכן כל סדרה, ובפרט בסדרה הגרועה ביותר, לוקחת זמן ריצה � EMBED Equation.DSMT4  ���. 


 זמן Amortized לפעולה הוא לכן: � EMBED Equation.DSMT4  ���.








תאור המבנה:


שתי מחסניות A,B. 

















מימוש פעולת Enqueue וניתוח זמן ריצתה:


Push למחסנית A. זמן ריצה � EMBED Equation.DSMT4  ���.








מימוש פעולת PEnqueue וניתוח זמן ריצתה:


Push למחסנית B. זמן ריצה � EMBED Equation.DSMT4  ���.














מימוש פעולת Dequeue:


אם מחסנית B לא ריקה – נבצע Pop ממנה.


אחרת – נעביר את כל האיברים ממחסנית A למחסנית B אחד אחרי השני ואז נבצע Pop מ-B.














(





ניתוח זמן ריצה:


בכל שלב מוציאים מערימת העזר איבר אחד ומכניסים במקומו שניים. כלומר גודל ערימת העזר הוא לכל היותר k+1. לכן זמן פעולה בסיסית על הערימה הוא � EMBED Equation.DSMT4  ���. 


מציאת שני הבנים מבוצעת בזמן  � EMBED Equation.DSMT4  ��� (כי יש מצביע לאיבר המתאים בערימה המקורית). סה"כ � EMBED Equation.DSMT4  ���. 


בכל שלב של הריצה מבצעים שלוש פעולות על ערימת העזר (פעם אחת Extract ופעמיים Insert). יש k שלבים כאלה. סה"כ � EMBED Equation.DSMT4  ���.


לכן סה"כ זמן ריצה � EMBED Equation.DSMT4  ���.


נשים לב שב-k/2 השלבים האחרונים הערימה כבר בגודל לפחות k/2, לכן זמן פעולה בסיסית על הערימה הוא � EMBED Equation.DSMT4  ���, כלומר זמן הריצה הכולל הוא גם � EMBED Equation.DSMT4  ���, ולכן � EMBED Equation.DSMT4  ���.





Y








אלגוריתם  והסבר נכונות:





האלגוריתם:


נחזיק ערימת עזר. בערימת העזר נחזיק חלק מהמפתחות של הערימה המקורית, עם מצביעים לצמתים המתאימים בערימה המקורית. בהתחלה נעתיק לערימת העזר את שורש הערימה המקורית.


בכל שלב נבצע ExtractMax מערימת העזר. נדפיס את האיבר שיצא x. את שני בניו בערימה המקורית נכניס לערימת העזר. נחזור על הנ"ל עד שהודפסו k איברים.


הסבר נכונות: 


אם המפתח של צומת הוא לא בין k המפתחות הגדולים, אז לא צריך להדפיס אותו, ובהכרח גם את בניו לא צריך להדפיס. נשים לב שבכל שלב ערימת העזר מכילה את כל האיברים הפוטנציאלים להדפסה, כלומר את כל הבנים (מהערימה המקורית) של הצמתים שהודפסו. כל צומת שאביו יודפס – יכנס בעצמו לערימה, וכל צומת שאביו לא יודפס – לא יכנס לערימה. לכן האלגוריתם ידפיס את k הערכים הגדולים ביותר, ואפילו בסדר יורד.








הסבר קצר(חובה): ה. 


לטבלת Hash ולערימה זמן חיפוש W.C. � EMBED Equation.DSMT4  ���. ל- Perfect Hashזמן חיפוש � EMBED Equation.DSMT4  ���W.C..





הסבר קצר(חובה): א. 


נניח ש-x הוא האיבר הנמחק. נזכור את הקודם והעוקב של x כדי לעדכן את ההצבעה ההדדית שלהם אחרי מחיקת x. 


אם ל-x יש בן יחיד או הוא עלה – נמחק אותו בזמן � EMBED Equation.DSMT4  ���כמו במחיקה רגילה. אם ל-x יש שני בנים – נמצא את העוקב שלו בעזרת השדה Suc בזמן � EMBED Equation.DSMT4  ���, ונמשיך כמו במחיקה רגילה: החלפה ומחיקה במקום החדש. סה"כ זמן - � EMBED Equation.DSMT4  ���.








X





(





h+1





הסבר קצר(חובה): ג.


עבור קלט ממוין מספר ההשוואות שמבצעים הוא n. כלומר העלה שמייצג מערך ממוין הוא בעומק n.


לכל קלט אחר מספר ההשוואות ש-MergeSort מבצע הוא � EMBED Equation.3  ���. כלומר כל עלה אחר הוא בעומק � EMBED Equation.3  ���. יש בעץ יש n!  סה"כ. לכן העומק הממוצע הוא: � EMBED Equation.3  ���











הסבר קצר(חובה): ו.


יתכן מצב שבו בתת עץ אחד לכל צומת יש בדיוק שני בנים ובתת העץ השני לכל צומת יש בדיוק 3 בנים. לכן אם גבה העץ הוא h אז בתת עץ אחד מספר הצמתים הוא � EMBED Equation.DSMT4  ���ובשני � EMBED Equation.DSMT4  ���. כלומר בראשון יש � EMBED Equation.DSMT4  ���צמתים ובשני יותר מ-� EMBED Equation.DSMT4  ���צמתים.





הסבר קצר(חובה): ה. התיקון הוא רוטציה. העץ אחרי הרוטציה יראה כמו בציור למטה. לכן הגודל של תת העץ ששורשו Y הוא הגודל של β ועוד הגודל של α ועוד אחד (בשביל השורש).


�





הסבר קצר (חובה): ג. 


אם α הוא קבוע קטן מ-2/3 אז � EMBED Equation.DSMT4  ��� (כמו שראינו בש"ב). 


אם α הוא קבוע 2/3 אז � EMBED Equation.DSMT4  ��� (ניתוח בעזרת למשל עץ רקורסיה בדומה לחישוב זמן הריצה של MergeSort).





הסבר קצר(חובה): ה.


נוסחת הנסיגה מתארת את MergeSort וגם את QuickSort בתנאי שאיבר הציר נבחר להיות החציון בזמן לינארי (למשל על ידי Select). ב-QuickSort רגיל החלוקה עלולה להיות לא מאוזנת ולכן נוסחת הנסיגה הנ"ל לא מתאימה.  מיון על ידי עץ AVL אמנם לוקח � EMBED Equation.DSMT4  ���, שזהו הפתרון של T, אבל T לא מתאימה לתיאור זמן הריצה (למשל, כי זה לא אלגוריתם רקורסיבי).











הסבר קצר(חובה): א. 


f(n) היא מכפלה של 2006n גורמים שכולם קנים או שווים n.


g(n) היא מכפלה של n2006 גורמים, שכולם למעט n מהם גדולים מ-n.














©כל הזכויות שמורות לאוניברסיטת תל-אביב ולמחברים
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