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סמסטר ב', מועד א', תשס"ו
14/7/2006‏י"ח בתמוז תשס"ו, 
מבחן במבני נתונים
 פרופ' חיים קפלן, אלעד ורבין, דן פלדמן
משך המבחן שלוש וחצי שעות (לא תינתן הארכה)
הבחינה עם חומר סגור, ללא מחשבים/מחשבונים. מותר להביא דף עזר אחד.
הוראות כלליות:

1. יש לרשום מספר ת.ז. ומספר מחברת בראש כל דף.
2. המחברות הן לטיוטה בלבד ולא תיבדקנה.

3. הסברים לשאלות האמריקאיות – חובה!!!.

4. תשובות סופיות לשאלות האמריקאיות יש לכתוב על הטופס המצורף. 
5. מותר להשתמש באלגוריתמים שנלמדו בכיתה כקופסאות שחורות.
6. אין לכתוב אלגוריתמים בפסאודו-קוד אלא להסביר (באופן משכנע) את הרעיון הכללי. 
7. כתבו תשובות קצרות ומדויקות. תשובות לא ממוקדות, ארוכות, מסובכות או מסורבלות יקבלו ניקוד חלקי גם אם הן נכונות.  תשובה ללא נמוק במקום שנדרש נמוק לא תזכה בנקודות.
8. סיבוכיות זמני ריצה יש לכתוב כחסם הדוק ככל שתוכלו, בכתיב O( ).
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שאלה 1 (12 נקודות)
לכל אחד מהמשפטים הבאים כתוב האם נכון או לא נכון.
א. נתונה קבוצה A של n מספרים והחציון שלהם. ניתן למיין את A ע"י במודל ההשוואות בזמן O(n). הוכח פורמלית את תשובתך.


[image: image1]
ב. נתון מערך ממוין בגודל לפחות 2. ניתן לבנות בזמן לינארי בגודל המערך עץ חיפוש 2-4 חוקי (עם איברי המערך בעלים) המכיל את איברי המערך. נמק את תשובתך. 


[image: image2]
שאלה 2 (6 נקודות)
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במחרוזת S מעל הא"ב 
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מופיעה האות 
[image: image5.wmf]A

פעמיים, האות 
[image: image6.wmf]B

ארבע פעמים, האות 
[image: image7.wmf]C

 שמונה פעמים, האות 
[image: image8.wmf]D

 12 פעמים, והאות E מופיעה x פעמים. עץ ההופמן של S מופיע בשרטוט. סמנו בעיגול את האפשרות הנכונה. 
א. x=0
ב. x=3

ג. x=5
ד. x=7
ה. x=15
ו. אף אחת מהתשובות אינן אפשריות. תשובה אפשרית היא:      


[image: image9]

שאלה 3 (14 נקודות)
נתונה המחרוזת S=ACATAT. 
א. ציירי Suffix-tree המייצג את המחרוזת S. 


[image: image10]
ב. כתבו בכל צומת בעץ שבניתם (כולל בעלים!) מהו ה-string depth המתאים לו, כלומר, אורך תת המחרוזת של המחרוזת המקורית אותה הוא מייצג. 
ג. הקיפו בריבוע את הצומת המתאים למחרוזת הארוכה ביותר המופיעה ב-S יותר מפעם  אחת (המופעים יכולים להיות חופפים). 

ד.תאר אלגוריתם שבהינתן מחרוזת S מוצא את תת-המחרוזת הארוכה ביותר של S שמופיעה ב-S יותר מפעם אחת (אולי עם חפיפות). 

[image: image11]
שאלה 4 (10 נקודות)
נתון מערך המכיל את הסדרה ((8, 28, 21, 25, 18, 22, 30, 37, 36, 39, 29, כאשר האיבר ה-i משמאל בסדרה נמצא בתא ה-i במערך (עבור i  בין 1 ל-11). 
1. בין אלו שני ערכים x ו-y בסדרה יש להחליף כדי שהמערך המתאים לה ייצג ערימת מינימום בינארית?


ב. ציירו את הערימה המתאימה למערך המתוקן (עם שני הערכים שהצעתם בסעיף ב'), לאחר ביצוע deletemin. 


[image: image12]
שאלה 5  (5 נקודות)
נתונה קבוצה P של n נקודות על הישר הממשי, ונקודה נוספת על הישר, q. המרחקים מ-q של כל הנק' ב-P שונים זה מזה. האלגוריתם היעיל ביותר שמוצא את 
[image: image13.wmf]n

 הנקודות ב-P שהכי קרובות ל-q רץ בזמן:

א. 
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ד. 
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ה. O(n) 

ו. כל התשובות אינן נכונות

[image: image18]
שאלה 6  (13 נקודות)
 תהי A טבלת hash בעלת 
[image: image19.wmf]3/2
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 תאים. ממפים קבוצה S בת n איברים לתוך A ע"י פונקציית hash,  h,  שנבחרת ממשפחת פונקציות hash אוניברסלית (כלומר, הסיכוי ש-h(x)=h(y) כאשר x≠y הוא בדיוק 
[image: image20.wmf]3/2
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n

). משתמשים ב-Сhaining כאשר יש התנגשויות.
א. מהי תוחלת מספר "ההתנגשויות" בהכנסת איברי S ל-H? 
תזכורת: "התנגשות" היא זוג איברים שונים x,y כך ש-h(x)=h(y).


[image: image21]

ב. ההסתברות שמס' ההתנגשויות יהיה גדול מ-
[image: image22.wmf]n

 - קטַנה או שווה לחצי. הסבר מדוע.

[image: image23]
ג. בהנחה שאכן היו פחות מ-
[image: image24.wmf]n

  התנגשויות, מהו זמן החיפוש במקרה הגרוע ביותר?


[image: image25]
שאלה 7  (20 נקודות)
נגדיר ADT המנהל רשימה סדורה של מספרים. ה-ADT כולל את שתי הפעולות הבאות, כאשר n מציין את גודל הרשימה הנוכחי (לפני הקריאה לפעולה):

Insert (x,i) – עבור מספר כלשהו  x, ו-
[image: image26.wmf]0
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, גורמת להכנסת המספר x מיד לאחר האיבר ה-i ברשימה. למשל, אם 
[image: image27.wmf]0
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 אזי x הופך להיות האיבר הראשון ברשימה. אם 
[image: image28.wmf]in
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 אז x יהיה האיבר האחרון ברשימה. 

PrefixSum (i) – עבור 
[image: image29.wmf]1
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, מחזירה את סכום כל האיברים ברשימה בין המקום ה-
[image: image30.wmf]1

 למקום ה-
[image: image31.wmf]i

. 
תארו מבנה נתונים יעיל ככל שתוכלו המממש את ה-ADT הנ"ל, כך שבמקרה הגרוע כל פעולה תרוץ בזמן O(log n).
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[image: image34]
שאלה 8 (20 נקודות)
בהנתן מספר טבעי n נדרש מבנה נתונים שמנהל חלוקה של המספרים הטבעיים מ-1 ועד n  לקטעים זרים. כאשר ב-"קטע" הכוונה לקבוצה של מספרים טבעיים עוקבים. נסמן קטע המכיל מספר טבעי אחד בלבד a ב-[a,a] , ונסמן את הקטע המכיל את כל הטבעיים בין a ל-b , a<b, ב-[a,b].
על החלוקה הזו של המספרים הטבעיים לקטעים נרצה לבצע אחת משתי הפעולות הבאות:
1) split(x): פעולה זו מקבלת מספר טבעי x שאינו גדול מ-n . במידה ו-x הוא המספר הגדול ביותר בקטע בו הוא נמצא לא נעשה דבר. אחרת x   נמצא בקטע [a,b] ו-x≠b. במקרה זה נחליף את הקטע [a,b] בחלוקה שלנו בשני קטעים האחד [a,x] ו-השני [x+1,b].

2) find(x): פעולה זו גם כן מקבלת מספר טבעי x שאינו גדול מ-n ומחזירה את המספר הגדול ביותר בקטע בו נמצא x.
נניח כי לפני ביצוע הפעולה הראשונה החלוקה מכילה את הקטע [1,n]  בלבד.

לדוגמא, אם n=6 אזי החלוקה הראשונית היא [1,6] .
אחרי ביצוע split(3) החלוקה תהיה [1,3][4,6].

אם נבצע כרגע find(4) נקבל את 6.

אם נבצע split(4) החלוקה תשתנה ל-[1,3][4,4][5,6].

אם נבצע כרגע find(4) נקבל את 4.

לשם ממוש ADT זה נשתמש במערך A עם n  תאים ממוספרים מ-1 ועד n. כל תא במערך מתאים למספר טבעי. נתחזק את המערך כך שהתא A[x] יכיל את המספר הגדול ביותר בקטע שמכיל את x.
לדוגמא החלוקה [1,3][4,4][5,6] תיוצג על ידי מערך שמכיל 3,3,3,4,6,6  (כאשר המספר השמאלי ביותר מתאים לתא מספר 1 והמספר הימני ביותר מתאים לתא 6).

1. בהנחה שהיצוג הוא כפי שהוגדר תאר ממוש לפעולה find(x)  ונתח את ביצועיו.


[image: image35]
על מנת לבצע split(x)  נסרוק את המערך ממקום x ומטה נשנה כל ערך שגדול מ-x ל-x, נעצור כאשר נתקל לראשונה בערך שקטן או שווה ל-x.

ב. מהי סיבוכיות פעולת ה-split במקרה הגרוע (worst-case)  ?  נמק תשובתך.


[image: image36]
ג. הוכח כי במקרה הגרוע סדרה של n פעולות split לוקחת Ω(n2) זמן:

[image: image37]
על מנת לייעל  נציע  את המימוש החלופי הבא. המערך A יכיל כעת בתא A[x] (לכל x=1..n) מצביע לתא זיכרון. תא הזכרון הזה ישכון מחוץ למערך. תא הזכרון שאליו מצביע A[x] תמיד יכיל את גבולות הקטע בו נמצא x.

לדוגמא החלוקה [1,3][4,4][5,6]  תיוצג על ידי המערך הבא:


[image: image38]
נתאר עתה את ממוש הפעולה split(x)  כאשר נניח כי x נמצא בקטע [a,b] (נזהה את a ו-b  על פי הגבולות שרשומים בתא אליו מצביע x). 

הממוש מקצה תא זיכרון חדש. אם הקטע [a,x] מכיל לא יותר איברים מאשר הקטע [x+1,b] אזי 1) נשנה את הגבולות בתא אליו מצביע x ל-[x+1,b]  במקום  [a,b] 2) נשנה את כל תאי המערך בין a ל-x  להצביע לתא החדש ונכתוב בתא זה את הגבולות [a,x].  אחרת (בקטע [a,x] יש יותר איברים מאשר בקטע [x+1,b] )  1) נשנה את כל התאים בין x+1 ל-b שיצביעו לתא החדש שבו נכתוב [x+1,b] ו-2) את התא אליו מצביע x נשנה שיכיל [a,x] במקום [a,b].

לדוגמא לאחר ביצוע split(2) מבנה הנתונים שתארנו קודם יראה כך:


[image: image39]
כאשר התא האפור הוא תא חדש.

פעולת find(x) במבנה החדש פשוט תחזיר את שרשום בתא אליו מצביע x.

ד. מה סיבוכיות הזמן במקרה הגרוע של פעולת split ? נמק 


[image: image40]
ה. מה סיבוכיות הזמן במקרה הגרוע של סדרה בת לכל היותר n פעולות split ו- find ? נמק את תשובתך.


[image: image41]
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תאור המבנה:





מימוש Insert:






































מימוש PrefixSum:
























































הערימה המתקבלת:








הסבר קצר:
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תאור קצר של האלגוריתם (חובה):
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