פתרונות ורעיונות נבחרים לשיעורי הבית

תרגיל מס' 10

1. חשב את עוצמת קבוצת כל הפונקציות ההפיכות מ R ל R.
הרעיון: רעיון הפתרון דומה לפתרון השאלה "חשב עוצמת כל הפונקציות ההפיכות מ N ל N" שהוצג בתרגול. בשאלה על עוצמת כל הפונקציות ההפיכות מ N ל N התאמנו כל תת קבוצה של טבעיים  Aלפונקציה הפיכה מ N ל N ע"י "שינוי" פונקציה הזהות
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 בהתאם לקבוצה A. בשאלה זו, נתאים לכל תת קבוצה של ממשיים חיוביים A פונקציה הפיכה ע"י "שינוי" פונקצית הזהות 
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בהתאם לקבוצה A. דוגמא להתאמה כזו היא התאמה של הקבוצה A לפונקציה שמקבלת מספר ממשי  x ומחזירה את x אם |x| אינו אבר ב A ואת –x אם |x| הינו אבר ב  A. זוהי התאמה המתאימה לכל קבוצה של ממשיים חיובים פונקציה הפיכה מ R ל R. ניתן להראות כי התאמה זו היא חח"ע. (שים לב שבעזרת התאמה זו נקבל חסם תחתון בלבד לעוצמת כל הפונקציות ההפיכות מ R ל R).
2. יהי R יחס שקילות על קבוצה A.
הוכח:

1. 
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נובע מכך שכל פונקציה המתאימה לכל מחלקת שקילות איבר מתוך מחלקת השקילות היא חח"ע (שכן מחלקות שקילות הן זרות). קיימת פונקציה כזאת כיון שחלקות שקילות אינן ריקות.

דרך אחרת: הפונקציה 
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הפונקציה 
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 היא פונקציה מתוך 
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 שכן R יחס רפלקסיבי). פונקציה זאת היא חח"ע.
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נובע מכך ש: 
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4. תן דוגמא ליחס שקילות שמקיים 
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יחס השוויון כל A. הפונקציה 
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 המוגדרת 
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 היא פונקצית שקילות.
4. א. תהי 
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 עוצמה אינסופית. הוכח כי 
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הראינו בכיתה שלכל עוצמה אינסופית
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 מתקיים ש-
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ב. הוכח כי לכל עוצמה 
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 קימת עוצמה 
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 כך ש 
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אם 
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 היא עוצמה סופית, אז ניתן לקחת, למשל, את 
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. מכיוון ש-
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 ועוד כל עוצמה סופית נותן 
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, נקבל ש-
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 כנדרש. נטפל עכשיו במקרה ש-
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 היא עוצמה אינסופית. נתבונן בעוצמה 
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. אז מצד אחד, ברור ש-
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. מצד שני, בעזרת שימוש בסעיף א', 
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. לכן, לפי משפט קנטור-ברנשטיין, 
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הערה: לא ניתן היה לקחת 
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כי אנחנו לא יודעים להוכיח שמתקיים 
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 עבור עוצמות אינסופיות 
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6. מבין דיירי בית משותף המונים 10 זוגות יש לבחור ועד בן 6 דיירים. כמה ועדים שונים ניתן להרכיב אם בוועד חייבים להיות לפחות אישה אחת, לפחות גבר אחד ואסור שימצאו בני זוג.
פתרון: נבחר 6 זוגות מתוך 10 זוגות שגרים בבניין – לכך יש 
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 אפשרויות. יש 
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 אפשרויות לבחור בנציג אחד מכל זוג, ולכן יש 
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 אפשרויות לבחור ועד שלא כולו נשים ולא כולו גברים. לכן הפתרון הוא: 
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(הערה: מי שהציע את התשובה: 
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 שגה, שכן "פתרון" זה סופר כל מקרה יותר מפעם אחת.)
7. מה מספר הדרכים להושיב 14 אנשים כך ש:

1. 8 אנשים יושבים סביב שולחן עגול והיתר סביב שולחן עגול אחר?

2. 8 אנשים יושבים סביב שולחן עגול והיתר על ספסל?

פתרון: יש 
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 אפשרויות לחלק 14 אנשים לשתי קבוצות – האחת של 8 אנשים והשנייה של 6 אנשים. מספר האפשרויות לסדר שמונה אנשים במעגל הוא: 
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. מספר האפשרויות לסדר שישה אנשים במעגל הוא: 
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. מספר האפשרויות לסדר שישה אנשים בשורה הוא: 
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. לכן הפתרון הוא:           א. 
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8. כמה מספרים טבעיים קטנים ממיליון ישנם בעלי סכום ספרות:

1. 9 
פתרון: כמספר האפשרויות לזרוק 9 כדורים זהים ל – 6 תאים, כלומר 
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2. 9 לכל היותר

פתרון: כמספר האפשרויות לזרוק 9 כדורים זהים ל – 7 תאים (התא השביעי בשביל ה"שארית"), כלומר 
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3. 45
פתרון: כמספר האפשרויות לקחת 9 כדורים מ – 6 תאים שכבר מכילים 9 כדורים כל אחד, כלומר 
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