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4תרגול 
21/3 /2007

07bמבני נתונים 

לי א ור  ש פי ר א 

B-trees –תזכ ורת  
 י ש  השד ות  הבא י ם xלכל צו מת 

n[x]מפתחות  ב '  מס-x
המפתחות עצמם  בסדר ל א יורד

 מצביעי ם לילדי  הצומתn[x]+1כל צומת פנימי מכיל גם  
המפתחות בצומת מפרידים את ערכי ילדי הצומת 

כל ה על ים ב עץ  ה ינ ם  בא ות ו ע ו מק 
מ פתח ות שצ ומ ת מכיל ' יש  חסם  על י ו ן  ות חתו ן  למס

הדרג ה  המ י נ ימל י ת של ה עץ , t≥2י  " נבטא חסם ז ה  ע
 מפתחות t-1לכל צומת חוץ מהשורש יש לפחות  

 ילדיםtיש לפחות ) חוץ מהשורש(לכל צומת פנימית , לפיכך
 ילדים2tא מקסימום "ז,   מפתחות2t-1בכל צומת יש לכל היותר  

 מפתחות2t-1 אם מכילה בדיוק  מלאהצומת תיקרא 

B-tree-הכנס ה ל 
'אופציה א

מצא  את הצ ו מת ב ו א מור  ל ה יכנס  ה ערך
אם  הצ ומת מל א ה  פצ ל א ותה   וחז ור רק ורס י בית 

'אופציה ב
תוך כד י ח י פ ו ש מק ו ם  להכנ יס  את  הערך  ה חדש נפצל  כל צ ומת  

מלא ה שנ יתקל  בה 
ייתכן שיושבות בזיכרון יקר  (לא נצטרך לגשת פעמיים לצמתים  : יתרון
)לגישה
 לפי B-Trees אינם  2-3עצי  (2t יהיה מקסימליבנים  ' דורש שמס: חסרון

)הגדרה זו

)'א ופ צ י ה ב (B-tree-הכנס ה ל 
B-Tree-Insert(T,k)

r root[T]
If n[r]=2t-1

Create new root s and split r under it
B-Tree-Insert-Nonfull(s,k)

Else
B-Tree-Insert-Nonfull(r,k)

) 'או פצ י ה  ב (B-tree-הכנס ה ל 
B-Tree-Insert-Nonfull(x,k)

i n[x]
If leaf[x]

Find correct place and insert value k

Else
Find ci[x] - child of x into which recursion continues
If n[ci[x]]=2t-1

Split ci[x]

B-Tree-Insert-Nonfull(ci[x],k)

t=3 ע ץ ב ו  –ד וג מה  
t=33-6א זהו עץ " ז
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)b-trees (2-4עצ י 
 פעולות m ריק ונבצע 2-4אם נתחיל מעץ : תרגיל

insert ,אזי , כאשר בכל פעולה נקבל את מיקום ההכנסה
 זמןO(m)העלות הכללית של הסדרה היא 

אינטואיציה
ב ע ץ" ח ו פש"  כשי ש הרב ה –פע ול ות ז ול ות  
ב עץ " ח ו פש" כשא י ן  –פע ול ות  י קר ות  

2-3צמת ים בדרג ה  ? ב עץ"  ח ו פש"מה  מסמל 

יק ר 

ה ו כ חה 
slack –בעץ " חופש"נקרא לרמת ה

slackנגדיר פונקצית פוטנציאל על פי 
 ה פ ו טנצי אל גב ו ה – slackאם  א י ן  
  י לד ים 4 יש – בצומ ת slackאם  א י ן  

Φ(D)=#vertices of degree 4: פונקצית הפוטנציאל

Φ=1

ה ו כ חה 
נצטרך להוכיח שני דברים

שליל ית בכל  שלב- ב הת חלה  ו א י 0ה פ וטנצ י אל '  פ1.

cost(op)+ΔΦ≤O(1):   מתקי ים opלכל פ ע ול ה  2.

 ברור1
'  מסk כאשר O(1)+k נוכיח כי כל פעולה עולה 2עבור 

. שמתבצעותsplit-פעולות ה

ה ו כ חה 
3 וצומת דרגה 2 לצומת דרגה 4 מפצל צומת splitכל 
1-מורידה את הפוטנציאל ב) כמעט (splitכל פעולת , לכן

0  לשני  צמת ים מדרג ה  0מ פצל צ ומת , על  על ה,   הר אש ו ןsplit-ה 
)  3-  ו 2(  לשני  צמת ים  4 מדרגה  v ה אחר ו ן  מפצ ל צו מת split-ה 

 א י ן  ש י נו י  פ וטנצ י אל –  4אך אב י ו   על ול ל השתנ ות לדרג ה 
:לכן

ΔΦ≤-(k-2)
cost(op)+ΔΦ=O(1)

?2-3הא ם ז ה נ כ ו ן  לע צ י 
 insert עבור כל סדרת פעולות 2-4ניתן להראות כי בעצי 

 לפעולהO(1) נשארת amortizedעלות  , delete-ו
? 2-3האם הדבר נכון לעצי 

 insertא ם נבצ ע ס דרת פע ול ות  ,  מלא 2-3בעץ ,  הדבר ל א נכ ו ן
 O(logn)כל ה פ ע ול ות  י ה י ו  יקר ות  ו לכ ן  ,  של א ות ו א ברdelete-ו 

! לפע ו לה 

?2-3הא ם ז ה נ כ ו ן  לע צ י 



3

תרגיל 
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תרגיל 
ניתן  , )מאוזן(הראו כי בשינויים  קלים למבנה עץ בינארי 

O(logk)בזמן ,  בגודלוk-למצוא את האבר ה
 צמתיםn בעל AVLנניח עץ : פתרון

p ) קטן(מצביע לעלה השמאלי ביותר 
While (p!=root) do

p p.parent
If (p.key>x) then

x is found in left sub-tree so search there

End while
We got to the root so perform regular find

Max. O(logk) 
iterations

O(k) elements in sub-tree O(logk) search

)ש יע ור י   ב ית  ( 4תרגיל 
Suppose that we start from an empty Red-Black tree, and that 

we perform n insert operations, where n > 1. Prove that we 
necessarily end up with a Red-Black tree which has at least 
one red vertex.

Assume that we are dealing with a Red-Black tree that stores 
its elements at the leaves. 

(Hint: One way to prove this is: (1) prove that the 
second insert operation creates a red node; (2) then 
prove that for any insert operation, if there is a red node 
before applying it, then there is also a red node after 
applying it. Note that there may be other ways to prove 
the claim.)
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פתר ו ן 

  הכנס ות נ י ש אר ע ם ש ורש  שח ור  ו צומת  אד ום 2לאחר 
ב הכנסת  צו מת חדש  אנ ו , בא ופ ן  כלל י

 ב נים ש חורים 2הופכים עלה לצומת פנימי אדום עם  
אזי בוודאות יש צומת אדום, אם אין הפרה של החוקים

י אחד מחמשת " זו הפרה של החוק האדום ונפתור ע, אם יש הפרה
... נראה שבכל אח ד מהם נשאר צומת אדום, המקרים
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אך  ב שב י ל  מ קר ה  זה  ח י יב ים  ל ה י ות   ,  1- מס פר   צמ ת ים  אד ו מ ים  קט ן  ב –  1,2מק רים  
 ל אחר  ה פ עו לה 2 צ מ ת ים  אד ו מ ים  ו לכן  י יש א רו  ל פח ות  3לפח ות  

פתר ו ן 

z

y
x
A B

C D E

y

zx

A B C

z

y
x

B C

A D E

===>

(3)

(4)

x
B

x
B

===>

w

D E

w

(5)
===>

w zy

A B C
D E

w

x

z

y
x

A B
C D E

w

 י ש  שי נ ו י  צ בע   סי מטר י   ול א  -  4,5מק רים  
הצ מ ת ים  ה אד ו מ ים '   מש ת נה  מס

 1-  מספר   צמ ת ים  א ד ו מים  ק ט ן  ב –  3מק רה  
 ב תח יל ת   2חי י בים  ל ה י ו ת ל פח ות  

הפע ו ל ה 

פתר ו ן 

שלום וביי ביי


