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Heaps: תז כורת
עץ בינארי מלא
החוק הבסיסי

Key(A)≤Key(B) אזי A צאצא  של צומת Bאם צומת 

הפעולות  הנתמכות
Find-min

Delete-min
Decrease-key

Insert
Merge



Heaps: תז כורת
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1תרגיל  
י הכנסה " עheapנרצה ליצור , nבהינתן מערך באורך 

הראו סד רת הפעולות לוקחת . סדר תית ש ל ע רכי המערך
Ω(nlogn) במקרה הכי גרוע )worst case(

פתרון
נצטרך  להרא ות דוגמה של סדרת ההכ נסות שלוקח ת 

Ω(nlogn)פעולות 
heap-כמה שיותר על ה " תקשה"נחפש סדרה  ש



1תרגיל  
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1תרגיל  
כל ערך שנוסיף צריך לבעבע לראש העץ 

n/2 ההכנסות האחרונות לוקחות לפחות log(n/2) כל 
אחת

W.C = Ω(nlogn): מסקנה
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2תרגיל  
- וextract-min שתומ ך בפעולות  heapבהינתן 
insert בזמן f(n) amortized , הראו שניתן למיין

O(nf(n)) בזמן nמערך מגודל 
פתרון

O(nf(n)) פעולות הכ נסה בזמן nנבצ ע 
O(nf(n)) פעולות הוצאת מינימום בזמן nמבצע 

O(nf(n))כ "סה

heap-sortאלגוריתם מיון זה נקרא 
Ω(logn)בשיע ור תלמדו כי מיון כל איבר הוא 



Median Heap –  3תרגיל  
ממ שו מבנה נתונים התומך בפעולות

insert בזמן O(logn)
extract-median בזמן O(logn)

find-median בזמן O(1)
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 פתרון -  3תרגיל  
Max-heapMin-heap

+

האברים הקטנים
) עד החצי ו ן(

האברים הגדול ים
)מ החציו ן (



 פתרון -  3תרגיל  

min-heap- וmax-heap-נשתמש ב
n/2הער כי ם הג ד ולים ביותר יישמרו ב -max-heap

min-heap-השאר יישמרו ב
הח ציון תמיד נמצא בשורש של אח ד מהם 

Max-heapMin-heap

+
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 פתרון -  3תרגיל  
Find-median

If (size(minheap)>size(maxheap)) 
return getmin(minheap)

Else
return getmax(maxheap)

Insert(x)
If (x<getmin(minheap))

Insert(maxheap,x)
Else

Insert(minheap,x)
If (abs(size(minheap)-size(maxheap))>1)

Balance heaps (move root from bigger heap to smaller 
heap)

Extract-Median
Extract median from the max-heap or min-heap…

O(1)

O(logn)

O(logn)



Binomial Heaps: תז כורת
:Binomial Treeתחילה נגדיר 

 מכיל צומת יחידה 0עץ בינומי מד רגה  
 הואkעץ בינומי מד רגה  

kב ע ל שורש מדרגה 
)ב סדר זה (k-1,k-2,…,0ילדיו הינם ע צים בינומיים מדרגות 

k צמ תים והינו בג ובה 2k מכיל kעץ בינומי מדרגה 



Binomial Heaps: תז כורת
k-1איחוד שני עצים בינומיים מסדר 

י תליית אח ד הע צים כ בן השמאלי " עkניצור עץ בינומי מסדר  
ביותר של העץ ה שני



Binomial Heaps: תז כורת
Binomial Heapהגדרת 

סט עצים בינומיים המקיימים את התכונות הבאות
כל צא צ א גדול מההורה  (minimum-heapכל עץ מקיים את תכונת 

)שלו
heap- ע צים כ אלו ב1 או 0יש ,  של עץ בינומיkע בור כל סדר 



Binomial Heaps: תז כורת
k של  שני עצים מדרגה Mergeפעולת 

function mergeTree(p, q) 

if p.root <= q.root

return p.addSubTree(q) 

else

return q.addSubTree(p)

end



Binomial Heaps: תז כורת
Binomial Heaps של  שני mergeפעולת 

function merge(p, q)

        while not( p.end() and q.end() )

tree = mergeTree(p.currentTree(), q.currentTree())

if not heap.currentTree().empty()

                                        tree = mergeTree(tree, heap.currentTree())

                                        heap.addTree(tree)

                                else

                                        heap.addTree(tree)

end if

                                heap.next() p.next() q.next()

end while

end



Binomial Heaps: תז כורת
Insertפעולת 

heaps- בי ן  שנ י  הmergeונבצע ,   חדש ה מכי ל  את האבר החדשheapניצ ור 
minimumפעולת 

heap  מב י ן ש ור שי  העצי ם בהמ י נ י מל י עלינ ו  לחפש א ת  הערך 
delete-minפעולת 

מצא א ת  האבר ומ חק אות ו 
heaps- ו מזג את  שנ י ה binomial heap-הפ וך את  בני ו  ל 

Decrease-minפעולת 
 רגיל heap-בדו מה  ל פעו ל ות   ב

Deleteפעולת 
delete-min ובצע ∞-שנה א ת  הערך ל

Binomial Heapהדגמה  של  

http://www.cse.yorku.ca/~aaw/Sotirios/BinomialHeap.html


