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5  מת רגיל 6שאלה  
 בו לא מתבצע Fibonacci heapsבהינתן מימוש ש ל 
cascading cuts , הראו ש עבור סדרתm פעולות  על 

עלות פעול ה ממוצעת גבוהה ככל האפשר,  אבריםn'  מקס
קצת תזכורת

)זמן קבוע( מאד מה ירות decrease-keyפעולות 
consolidate נבצע extract-minבעת פעולת 

O(logn)י " והיא חסומה עD(n)דר גת כ ל צומת הינה 



5  מת רגיל 6שאלה  
מה שמובטח "מה משתנה ב, cascading cutsבהינתן שאין 

 בנים מצומת 2א איפה ה שתמשנו ביד ע שלא ניתן להוריד  .ז? "לנו
? בלי שהוא ייחתך

)D(n)חסם  על   (O(logn)בהו כ חה  שהדרגה המקסימלית 

?איפה משתמשים בעובדה  זו
)D(n)' מקס( נע בור על כל  השורשים extract min-ב 

כל פעולה תהיה יקרה, א א ם נגיע למצ ב ש בו יש הרבה מאד ע צי ם ב ערמה"ז
 לא תח ב ר consolidate-פעולת ה, אם כל עץ מדרגה שונה, מע בר לכך
ע צי ם ביחד 



5  מת רגיל 6שאלה  
?"ממ ש גרוע" שהוא kכיצד נגדיר עץ מדרגה 

 kזהו שורש עם  .  k-rank star� kנג דיר עץ מיוח ד מד רגה  
.כולם  עלים, בנים

K=1

K=8

K=2



5  מת רגיל 6שאלה  
הפתרון יורכב משני ש לבים

י כך שיש'בנו ערמת פיבונצ ,  שלביםf(n)בסדרה של 1.
1 rank-0 star
1 rank-1 star

…
1 rank-sqrt(n) star

)O(m)(חזרו על הפע ולות הבאות מספר רב של פעמים 2.
 ממש קטןXהכנ ס ערך 

)Xמוחק את  (extract-minב צ ע 
 פע ולה m>>nכך שעבור ,  זמןΩ(√n)כל אח ת מהפעולו ת לוק ח ת 

n√ת יק ח בממ וצ ע 



5  מת רגיל 6שאלה  
כיצד נוודא שבשו ם של ב ? k-rank starאך כיצד בונים 
?  אברים בערמ הn-לא יהיו יותר מ

פתרון
.kנוכל לבנות כוכב מד רגה  ,  אלמנ טיםk2נרא ה שבהינתן 

 ונבנה  אותה רקורסיביתA(k)סדרת פעולות כזו תיקרא 
? A(k)כיצד נב נ ה את , A(k-1)נניח שביצענו כבר את 

 אבריםk2-(k-1) יש לנו k-1 starלאחר  בניית 
k-1 star אברים ולכן נוכל לבנות עוד  2(k-1)-יש עדיין יותר מ

את " לגזום" כ ד י decrease-נמזג את שני העצים ונשתמש ב
k-rank star-הע ץ שנוצר ולהפוך אותו ל



5  מת רגיל 6שאלה  
כיצד נוודא שבשו ם של ב ? k-rank starאך כיצד בונים 
?  אברים בערמ הn-לא יהיו יותר מ

) באינדוקציה(פתרון 

K2 elements

...

K-1 rank star

K2-(k-1) 
elements

...
K-1 rank star

k2-(k-1)>(k-1)2



5  מת רגיל 6שאלה  
כיצד נוודא שבשו ם של ב ? k-rank starאך כיצד בונים 
?  אברים בערמ הn-לא יהיו יותר מ

פתרון

...

K-1 rank star

...
K-1 rank star

...

K rank star



י' ערמו ת פיבונאצ–  2תרגיל  
? nי ובה עץ אחד מעומ ק 'האם ניתן לבנות ערמת פיבונאצ

פתרון
n=1עבור 

n=25עבור  7 9

Extract-min

7

9



י' ערמו ת פיבונאצ–  2תרגיל  
? nי ובה עץ אח ד מעומק ' האם נ יתן לבנות ערמת פיבונאצ

פתרון
n=kנניח שאנו יודעים לפתור עבור 

n=k+1נפתור ע בור 
- כך ש’x’,y’,zנגדיר 

נכני ס א ו תם ל ת וך הערמה 
5 7 9

25
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[ '] k [ '] [ '] min[ ]key z ey y key x H< < <
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י' ערמו ת פיבונאצ–  2תרגיל  
? nי ובה עץ אח ד מעומק ' האם נ יתן לבנות ערמת פיבונאצ

פתרון
n=kנניח שאנו יודעים לפתור עבור 

n=k+1נפתור ע בור 
- כך ש’x’,y’,zנגדיר 

נכני ס א ו תם ל ת וך הערמה 
extract-min5נפעי ל   7 9
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י' ערמו ת פיבונאצ–  2תרגיל  
? nי ובה עץ אח ד מעומק ' האם נ יתן לבנות ערמת פיבונאצ

פתרון
n=kנניח שאנו יודעים לפתור עבור 

n=k+1נפתור ע בור 
- כך ש’x’,y’,zנגדיר 

נכני ס א ו תם ל ת וך הערמה 
extract-minנפעי ל  
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י' ערמו ת פיבונאצ–  2תרגיל  
? nי ובה עץ אח ד מעומק ' האם נ יתן לבנות ערמת פיבונאצ

פתרון
n=kנניח שאנו יודעים לפתור עבור 

n=k+1נפתור ע בור 
- כך ש’x’,y’,zנגדיר 

נכני ס א ו תם ל ת וך הערמה 
extract-minנפעי ל  

)x’) 9נ מחק את  
9

7

25

20

[ '] k [ '] [ '] min[ ]key z ey y key x H< < <

30

35



3תרגיל  
כיצד ניתן  nlglgn..1 מספרים ש למי ם בטווח nבהינתן 

O(nlglgn)למיין בזמן 
פתרון

? O(n) האם ניתן למיין אותם בn2..1נתחיל ממספרים בטווח 
?אילו אלגוריתמים אנו מכירים שממיינים בזמן לינארי

Counting sort – בהנתן n 0 מספרים בטווח..k 

? כמה ספרות, nנ כתוב כ ל מספר בבסיס 
2O(n)=O(n) לכ ל ספרה ול כן radix sort ,O(n)נמיין כ מו 

? עבור הבעיה המקורית כמה ספרות יהיו לנו

( )
( ) ( )

k n
k O n n
θ

θ
+

= →



חסם  תחתון על מיו ן על י די השוואות
כמה , י  השוואות"אם אלגוריתם המיון ש לנו מתבצע רק ע

? אבריםn-סידורים אפשריים יש ל
 סידורים אפשריים!nיש 

For <a,b,c>
a,b,c
a,c,b
b,a,c
b,c,a
c,a,b
c,b,a

n!



חסם  תחתון על מיו ן על י די השוואות
על ידי עץ ) השוואתי(ניתן לייצג כל אלגוריתם מיון 

החלטות בינארי
? למה ניתן לייצג  כע ץ

?למה ד ווקא כ עץ בינארי
בעץ עצמו 

כ ל צומת מייצגת את הסידור החל קי כפי שידוע לנו עד נ קוד ה זו
קשתות העץ הן תוצאות ההשוואות



חסם  תחתון על מיו ן על י די השוואות
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חסם  תחתון על מיו ן על י די השוואות
עומק העל ה הע מוק ביותר = הה שוואות המקסימאלי ' מס 
בעץ

עומק על ה  ממוצע = ההשוואות הממוצע ' מס
 ע לים בהכרח!n אברים הוא בעל nעץ החלטה למיין 

 עלים לכל  היותר2d הוא בעל dעץ בינארי מעומק 
dעלים חייב להיות בעל עומק 2dעץ בינא רי בעל 

|log(n!)| עלים  חייב להיות מעומק של לפחות !nעץ ב על  

ולכן כ ל אלגוריתם מיון מבוסס השוואות דורש לפחות 
|log(n!)|השוואות במקר ה ה גרוע ביותר .



חסם  תחתון על מיו ן על י די השוואות
2log ! log( ( 1)( 2)...(2)(1))

log log( 1) ... log 2 log1

log log( 1) ... log( )2
log2 2
log( )2 2

( log )

n n n n
n n

nn n

n n

n nn

n n

= − −
= + − + + +

≥ + − + +

≥

= −

= Ω



חסם  תחתון על חי פוש
?מה החסם התחתון על חיפוש במערך ממוין

במקרה הגר וע ביותר נשווה לכ ל איבר
 עלים nא בעץ יש "ז

?  עליםnמה העומק המינימלי של עץ בינארי בעל 
O(logn)זמן לוגריתמי 



2תרגיל  
?להפוך ערמה לעץ חיפוש בינארי" יקר"כמה 

nlognנראה שהחסם התחתון הוא 
נפתור ברדוקציה על דרך הש לי לה 

f(n)-נניח שניתן להפוך ערמה לעץ ח יפוש בינארי ב
) במודל ה השוואה(מיינו את המספרים ,  מספריםnבהינתן 

)O(n)(נבנה ערמה בזמן לינארי 
f(n)נמיר את הערמה לעץ בינארי מאוזן בזמן 

בזמן לינארי) ממוינים( ונדפיס אותם in order-נע בור על העלים ב 
O(n) + f(n) + O(n) –כ זמן "סה
- מספרים בזמן קטן מn ניתן למיין f(n)<<log(n)אם , לכן

O(nlogn)ל.ש.מ.  ואנו יודעים שזה בל תי אפשרי



3תרגיל  
 MIN/MAXכמה השוואות נדרשו ת למצוא אבר 1.

?במערך

1 2 3 4 5 6 7 8

1

מ י נ י מ ום



3תרגיל  
 MIN/MAXכמה השוואות נדרשו ת למצוא אבר 1.

n-1? במערך
 MAX- והMIN-כמה השוואות נדרשו ת למצוא את ה2.

?במערך בבת אחת

1 2 3 4 5 6 7 8

x y

מק ס י מ ו םמ י נ י מ ום



3תרגיל  
 MIN/MAXכמה השוואות נדרשו ת למצוא אבר 1.

n-1? במערך
 MAX- והMIN-כמה השוואות נדרשו ת למצוא את ה2.

3n/2? במערך בבת אחת
ביותר במערך בגודל ) גדולים( האברים הקטנים kחשב 3.

n בזמן O(nlogk) ,מצא אותם לפי הסד ר

1 2 3 4 5 6 7 8 x ....



3תרגיל  
ביותר במערך בגודל ) גדולים( האברים הקטנים kחשב 3.

n בזמן O(nlogk)

1 2 3 4 5 6 7 8 x ....

max-
heap

k-אם יש  י ו תר מ 

heap-כל   מה  שנ שאר ב: ת וצאה  ס ו פ ית 



הסוף
שבוע  נעים 


